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Zufallszahlen
Wie kommt der Zufall in den Rechner?

Autor
Tim Jonischkat, Universitat Duisburg-Essen
Bruno Miuller-Clostermann, Universitat Duisburg-Essen

Algorithmen sind clevere Verfahren, die Probleme versiiester Art effizient I1dsen. Wenn man Algorith-
men genauer betrachtet, so kdnnte man vermuten, daseialler Cleverness und Effizienz nur sture
und gleich ablaufende Verfahren sind, die immer perfektkeindeutige Losungen liefern. Mit Zufall ha-
ben Algorithmen scheinbar nichts zu tun! Oder kamufalliges* Verhalten programmiert werden? Kann
»Zufall* durch einen Algorithmus erzeugt werden? AntworerXufall wird mit Hilfe von Algorithmen
nachgeahmt, die scheinbar zufallige Zahlen erzeugerseDiahlen werden als Zufallszahlen oder ge-
nau genommen als Pseudo-Zufallszahlen bezeichnet. Wadbéén hier eine Klasse von bekannten und
altbewahrten Algorithmen zur Erstellung von Zufallsgexteren. Fur Zufallszahlen gibt es zahlreiche An-
wendungsbereiche; hier werden wir zwei davon kennen lefBeBnComputerspiel und die so genannte
Monte-Carlo-Simulation zur Flachenberechnung.

Die Rolle des Zufalls in Computerspielen

Algorithmen, bei denen Zufall sehr erwiinscht oder sogavandig ist, kennen wir alle aus dem Bereich
der Taktik- und Strategiespiele. Der Rechner Ubernimindief Rolle eines Gegenspielers, wobei die Ak-
tionen von Algorithmen gesteuert werden, die sinnvolle imdlligente Verhaltensvariationen erzeugen
sollen. Wir kennen das von interaktiven ComputerspielenSiedler, SimCity, Doom, Counterstrike oder
Warcraft. Natirlich soll der Rechner bei gleichen Sitoia¢in nicht immer auf die gleiche Art reagieren,
sondern es sollen unterschiedliche Effekte und Aktioneawagt werden. Dadurch kommt mehr Abwechs-
lung und Spannung ins Spiel.

Ein Taktikspiel: Schnick-Schnack-Schnuck

Als einfaches Beispiel fur ein programmiertes Spiel kémwir uns Uberlegen, wie ein Algorithmus fur das
bekannte SpielPapier-Schere-Stein” (Schnick-Schnack-Schnuck) aesdainnte. Das Spiel funktioniert
so: Bei jeder Spielrunde wahlst Du eine der drei Moglidgté, Papier”,,Schere" odefStein".

Drei M 6glichkeiten: Papier, Schere oder Stein?

Dann wird der Algorithmus ausgefiihrt und liefert als Engisbebenfalls,Papier oder,Schere* oder
»Stein“. Danach wird ausgewertet. Es gewinnt Papier gegein,Stein gegen Schere und Schere gegen
Papier. Der Sieger bekommt einen Punkt; danach folgt diasta Spielrunde.

Wie soll der Algorithmus arbeiten? Soll zum Beispiel abwssthd, Schere” und,Stein“ gewahlt wer-
den? Das wird der menschliche Spieler schnell durchsch&es1Ergebnis des Algorithmus muss also
unvorhersehbar sein, so wie das Werfen eines Wirfels, @dee# der Lottozahlen oder der Lauf einer
Roulette-Kugel.
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Munze: Kopf oder Zahl Wiirfel: 1, 2, 3,4,50der6  Rouletterad: 0,1, ..., 36

Die mechanische Kopplung eines Algorithmus mit einem Wliofler einem Rouletterad ware ziemlich
umstandlich, jedenfalls ware eine solche Konstrukticgohneffizient und auch nicht clever. Gebraucht
wird deswegen ein algorithmisches Verfahren, welchesrutga Moglichkeiten,Papier,, Schere" oder
»Stein* eine scheinbar zufallige Wabhl trifft. Solch ein Alithmus heil3t,Zufallsgenerator oder auch
»Zufallszahlengeneratof.

Hilfsmittel zur Erzeugung von Zufallszahlen: Modulo-Rechnung

Bevor wir uns mit der Berechnung von Zufallszahlen nahachéftigen, benotigen wir das Konzept der
Modulo-Rechnung. Didodulo-Funktion (auchmod-Funktion genannt) bestimmt den Rest, der bei der
Divison zweier natirlicher Zahlen entsteht. Teilen winzBeispiel die Zahl 27 durch 12 so bleibt als Rest
die Zahl 3.

Betrachten wir zwei beliebige natirliche Zahlen x und m dinddieren x durch m, dann erhalten wir

einen (ganzzahligen) Quotienten a und einen Rest r. Diesstr iR eine naturliche Zahl zwischen 0 und
m-1. Man verwendet die Sprechweis®ie Zahl x ist kongruent zu r modulo m*; in Kurzschreibweise
X = r (mod m).

Einige Beispiele zur Modulo-Rechnung

9=1 (mod 8): 9 ist kongruent 1 modulo 8, weil 9 bei Division du&ten Rest 1 ergibt.
16= 0 (mod 8): 16 ist kongruent 0 modulo 8, weil 16 ohne Rest durtgilBar ist.
9+6=15=3 (mod 12)

6x2415=27=3 (mod 12)

1143= 143 (mod 1000): Bei Division durch 1000 besteht der Rest andetzten 3 Stellen

Veranschaulichung der Modulo-Rechnung

Wir kénnen uns die Modulo-Rechnung wie das Wandern entkings Kreises vorstellen, auf dem die
Zahlen 0, 1, 2, ..., m-1 aufgetragen sind. Um x modulo m, a¢ésoRlest von x bei der Division durch m zu
bestimmen, starten wir bei 0 und gehen dann in Einerschriiéeh rechts. Die Anzahl der Umrundungen
des Kreises ist gegeben durch das Ergebnis der ganzzabligision a; die Zahl, bei der wir landen, ist
der Rest .

Startet man z.B. eine Stundenzahlung mit einer Analoght aJanuar um 0 Uhr, dann sind am 2. Januar
um 19 Uhr zwar 43 Stunden vergangen, aber der Stundenzelgerdigt auf 7 Uhr, das ist der Rest
r =43 mod 12. Eine Analoguhr zeigt die Stunden modulo 12 an,islieler Rest, der sich bei der Division
der vergangenen Stunden durch 12 ergibt. Eine Additiorpeiots einer Bewegung in Uhrzeigerrichtung.

Betrachten wir zwei Beispiele (vgl. die beiden Bilder):

Linkes Bild: Starten wir zum Beispiel bei x=9 und addierenl&nn bewegen wir uns 6 Schritte in Uhrzei-
gerrichtung und erreichen die 3, d.h. es gilt 3@ (mod 12).

Rechtes Bild: Die Multiplikation einer Zahl x mit einem Fakia kann man sich als eine Folge von Addi-
tionsschritten vorstellen; starten wir z.B. bei dem Wer2 xend multiplizieren mit a=6, dann addieren wir
5-mal den Wert 2, machen also 5 Zweierschritte im Uhrzeigensnd erreichen den Wert 0, d.h. es gilt
6*2 = 0 (mod 12).
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Die Modulo-Arithmetik ist in der Informatik dignaturliche" Arithmetik, weil Rechner einen begrenzten
(= endlichen) Speicher haben und auch die Speicherzelleamlich grof? sind und deswegen Zahlen nur
bis zu einer bestimmten GroRRe gespeichert werden kdnnen.

Ein Algorithmus zur Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen

Der folgende Algorithmus erzeugt Zufallszahlen aus dewrisl [0, m-1], wobei wir die Modulo-Rechnung
verwenden. Das Grundprinzip ist einfach: Wir nehmen eintant®ert x, flilhren eine kleine Rechnung der
Form a*x+c aus, und berechnen den Rest r durch r = a*x+c (mo®ay Ergebnis ist die erste Zufallszahl
x1=r. Wir verwenden x als neuen Ausgangswert und berechnen die zweite Zufallgzabadurch ergibt
sich eine Folge von Zufallszahlen,x, X3, .. ..

Diesen Algorithmus fiir einen Zufallszahlengeneratorkén wir auch so aufschreiben:

X1 :=a*Xg + ¢ (mod m)

Xz := a*x1 + ¢ (mod m)

X3 = a*Xp + ¢ (mod m)

X4 := @*x3 + ¢ (mod m)
. USW ...

In allgemeiner Schreibweise erhalten wir die iterative iRgworschrift:
Xjip1 :=a*+c(modm),i=0,1,2,....

Um ein konkretes Beispiel fur einen Zufallszahlengerwrigstzulegen, miissen wir die Parameter a, ¢, m
und den Startwertxfestlegen. Mit den Festlegungen a=5, c=1, m=16 und demvw&ierky=1 ergibt sich
folgende Rechnung.

X1:=5*1+1(mod16)=6
X2 :=5*6+ 1 (mod 16) =15
X3 :=5*15+ 1 (mod 16) =12
X4 :=5*12 + 1 (mod 16) =13
X5 :=5*13+ 1 (mod 16) =2
Xg:=5*2+ 1 (mod 16) =11
X7:=5*11+ 1 (mod 16) =8
Xg:=5*8+1(mod16)=9
. USW. ...

Wir haben also eine Zahlenfolge 6, 15, 12, 13, 2, 11, 8, 9rzeust, die wir mit etwas gutem Willen als
»Zufallszahlen akzeptieren konnen.
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Periodisches Verhalten

Rechnen wir weiter, dann fallt auf, dass wir nach 16 Samnitwieder bei dem Ausgangswert 1 ankommen,
und dass jede der 16 moglichen Zahlen 0, 1, 2, ..., 15 genawaéivorkommt. Berechnet man die Werte
fir X16, X17, ..., X31 dann wiederholt sich die Zahlenfolge. Wir sehen also einopé&ches Verhalten,
hier mit der Periode 16. Wenn wir m sehr grof3 wahlen und aldderden Faktor a und die Konstante
¢ geschickt festlegen, dann erhalten wir grof3ere Periddendealfall erhalt man die volle Periode der
Lange m. In Programmiersprachen sind manchmal Zufallsngleneratoren feseingebaut’ oder uber
eine,Bibliothek* von Funktionen verwendbar; zum Beispiel gibtie der Programmiersprache Java einen
vollperiodigen Generator mit den Parametern a=252149003%-11 und m=%,

Simulation von echten Zufallsgeneratoren

Die Erzeugung von Pseudozufallszahlen aus dem Bereich Q,,In-1 ist die Grundlage fiir viele Anwen-
dungen. Beispiele sind die Simulation eines Minzwurfsdeit Ergebnissen Kopf oder Zahl, das Werfen
eines Wurfels mit den Ergebnissen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 oder dahdd eines Rouletterads mit den 37
Moglichkeiten 0, 1, ..., 36.

Nehmen wir an, dass es bei allen Beispielen fair zugehtdiehNVahrscheinlichkeit fir Kopf bzw. Zahl ist
jeweils 1/2, beim Wirfel haben wir 1/6 und beim Roulette71/Bur Simulation des Munzwurfs benotigen
wir also ein Verfahren zur Umwandlung einer Zufallszahl s 40, 1, ..., m-3 in eine Zahl ze {0,1},
wobei 0 fur,,Kopf* und 1 fiur ,Zahl" stehen soll. Ein einfaches Verfahren ware eine Rengrmod 2,
d.h. z= x (mod 2); wodurch die Zahl x in O oder 1 umgewandelt wird. Bé&toulette hatten wir eine
Transformation z= x (mod 37) und beim Wiurfel z x (mod 6) +1.

Der Schnick-Schnack-Schnuck-Algorithmus

Jetzt endlich zurlick zu unseregaktikspiel*. Wir bendtigen einen Algorithmus, der untgiemn drei Mdglich-
keiten, Papier*,,Schere" oder,Stein* eine Zufallsauswahl trifft. Zu diesem Zweck verwendvir einen
Zufallszahlengenerator, mit dem wir bei jeder Spielruniohe & ufallszahl x erzeugen und daraus durch
z = x (mod 3) eine neue Zahl bestimmen, die nur die drei Werte ldl2Zuannehmen kann. Abhangig
vom Wert von z wahlt der AlgorithmudPapier‘(0),,Schere”(1) odesStein“(2). Dieser Algorithmus ist in
einem kleinen Programm implementiert, deBthnick-Schnack-Schnuck-Applet".

Es stehen vier Zufallszahlengeneratoren (ZZG) zur Auswabhl

1) Deterministisch: Die feste Zahlenfolge20110002102
2) ZZG-016: a=5, c=1, m=16 und Startwegtx1 (Periode 16)
3) ZZG-100: a=81, c=1, m=100, Startwegx10 (Periode 100)

4) Java-Generator: Der in der Programmiersprache Javagebgne GeneratgRandom*
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Algorithmus fiir Zufallszahlengeneratoren

1. Funktion ZZG: Rechnet mit der Eingabe x
und den Konstanten a, c und m

2. ZZG(X) ;= a*x + ¢ (mod m);
{Durch Aufruf von ZZG wird die nachste Zufallszahl berectine

Beispiel zur Benutzung der ZZG-Funktion

In diesem Beispiel wird die Funktion ZZG 10-mal aufgerufdar Startwert wird auf den
Wert 1 gesetzt. Bei jeder Wiederholung wird die ermitteltdadlszahl und zusatzlich ihr,
Wert modulo 3 ausgegeben.

1 a:=5, c:=1, m:=16; {Festlegung der Konstantgen

2 xi=1; {Festlegung des Startwe}ts

3 Wiederhole 10-mal die Anweisungen 4-6; {10-maliger Aufruf der Funktioh
4 Ausfiihrung von ZZG(x) liefert nachstes x; {Nachste Zufallszahl

5 Drucke (x); {Ausgabe der Zufallszakl

6 Drucke (x (mod 3)); {Ausgabe des Wertes 0, 1 oder 2

Ende der Wiederholungen;

Zufallszahlx: 6, 15, 12, 13, 2, 11, 8, 9, 14, 7
X; modulo 3: 0, O, 0, 1, 2, 2, 2

~

Die Bilder zeigen den SpielverlaufMensch* und,Maschine" wahlen gleichzeitig Schere, Stein oder
Papier. Die Tabellen zeigen den Spielstand und den Ablauhtgorithmus.

MASCHINE MEMSCH

Bchare h | Stein | Faplar Schans | L\é Stain | Fapler |
Schere schneidet Papier Stein wird von Papier eingewickelt
Runde mMensch Maschine Fiie Phia
1 Schere | Stein 01
2 Stein | Schere 111
3 Stein | Schere 21

Spielstand nach 3 Runden: Mensch - Maschine 2:1

" deterministisch & ZZG-016 & ZFE-100 i~ Java-Generatar
a=Lk, c=1, w=1l&g, x0=1
¥ =1
¥1 = {a * x0 + c) mod m = &
2 ={a*x1 +c) mvdm= 15 x2 mod 3 = 0 ->= Schere
x3 = (a* x2 +cC) mod m = 12 0 entspricht "Schere"
¥ ={a* x3 +c) md m= 13 1l entspricht "Stein"

£ entspricht "Papier"

Algorithmus der Maschine
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In der vorstehenden Tabelle kann man die Arbeit des audgmmaZufallsgenerators beobachten (aus-
gewahltist hier ZZG-016). Der aktuelle Rechenschrithistvorgehoben; aber auch die zukiinftigen Werte
sind bereits sichtbar! Man kann also feststellen, was disdfime als nachstes tun wird. (Ein klein@he-
at'!).

Das Applet lauftim Browserfenster ab (Java muss aktigieirt) und kann untérttp: //www-il.informatik.
rwth-aachen.de/~algorithmus/Algorithmen/algo38/applet/ aufgerufen werden.

Monte Carlo-Simulation: Fl achenberechnung mit, Zufallsregen®

Ein wichtiger Anwendungsbereich von Zufallszahlen ist slig. Monte-Carlo-Simulation, die nach dem
Spielcasino in Monte Carlo benannt ist. Monte-Carlo-Satioh kann z.B. verwendet werden, um eine
Flachenbestimmung von unregelmafigen geometrisclyeméti durch sogZufallsregen* durchzufiihren.
Von Zufallsregen spricht man, wenn viele zweidimensioZaifallspunkte (x,y) auf eine Ebene treffen. Ein
Zufallspunkt in der Ebene wird durch ein (x,y)-Paar vonatligén Koordinatenwerten bestimmt, wobei
der x-Wert und der y-Wert jeweils durch eine Zufallszahl dam Intervall (0,1) festgelegt werden.

Legt man diese unregelmaRige Flache in ein Quadrat mitéfddnge 1, und wirft Zufallspunkte in dieses
Quadrat, dann fallt ein Teil der Punkte auf diese Flachebder Rest daneben.

Tretfer!

Treffer! i

—»

0 xI  x2 i
Zwei Zufallspunkte (x1, y1) und (X2, ) Zufallsregen: Zahle die Treffer auf der

Flache

Eine Schatzung fur den Flacheninhalt erhalt man duiehBeérechnung des Quotienten F = Trefferan-
zahl/Punkteanzahl. Um eine gute Schéatzung zu bekommess man Millionen oder sogar Milliarden
von Punkten werfen. Eine Durchfiihrung dieses Algorithmois Hand wird man deswegen niemanden
zumuten, aber fUr einen programmierten Algorithmus anéei Rechner ist es natirlich kein Problem,
eben mal 1 Million Zufallspunkte in ein Quadrat zu werfen!
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1. Beginn des Algorithmus

N

. Wiederhole 1000000 mal die Anweisungen 3, 4 ur{di&s ergibt 1 Million Zufall-
spunkte}

. Ermittle x-Koordinate als Zufallszahl

. Ermittle y-Koordinate als Zufallszahl

3
4
5. Wenn der Punkt (x, y) in der Flache liegt, dann zahlerifreffer
6. Ende der Wiederholungen

7. Flache = Anzahl der Treffer/1000000

8. Ende des Algorithmus

Hierbei setzen wir ein Einheitsquadrat (mit Kantenlanyjearaus, welches den Flacher
inhalt 1 besitzt.

Als lllustration, wie man Monte-Carlo-Simulation prakiisverwenden kann, betrachten wir ein Verfahren
zur Bestimmung der beriihmten Kreiszaht 3,14159....

Eine naherungsweise Bestimmung der Zahl kann durch\dasfen* von zufalligen Punkten (x,y) in den
Einheitskreis durchgefuihrt werden. Wir betrachten eiadyat mit Seitenlange 1 (Flache = 1), wobei im I.
Quadranten ein Viertelkreis eingebettet ist. Da der Kreis Radius r=1 hat, ist seine Flache Pre
und die Flache des Viertelkreises ist4.

Wie viele Zufallspunkte fallen in den Kreis?

Sei die Zahl der Treffer T im Viertelkreis und die Gesamtzdddl Wiirfe N in dem Quadrat, dann kdnnen
wir naherungsweise berechnen durch: 4*T/N. In dem Bild sind 130 Zufallspunkte dargestellt, davo

fallen 102 in den Viertelkreis, d.h. wir rechnen~ 4*102/130~ 3.1384. Das ist noch kein sehr guter
Wert fir 11, aber mit 100000 oder 1 Million oder sogar 1 Milliarde Pumksellte das Ergebnis wesentlich
genauer werden.

Es gibt zahlreiche Anwendungen der Monte-Carlo-Simutatiader numerischen Mathematik, den Natur-
wissenschaften, der Technik und der Finanzwissenschatft.
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Autoren:

e Tim Jonischkat
http://sysmod.icb.uni-due.de/index.php?7id=17

e Prof. Dr. Bruno Muller-Clostermann
http://sysmod.icb.uni-due.de/index.php?7id=17

Weiterfihrende Materialien:

e Schnick-Schnack-Schnuck-Applet
http://www-il.informatik.rwth-aachen.de/"algorithmus/Algorithmen/algo38/
applet/

Externe Links:

e Zufallszahl:
http://de.wikipedia.org/wiki/Zufallszahl

e Zufallszahlengenerator:
http://de.wikipedia.org/wiki/Zufallszahlengenerator

¢ Monte-Carlo-Simulation:
http://de.wikipedia.org/wiki/Monte-Carlo-Simulation
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